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Numerische Mathematik: Hausaufgabe 5 

Aufgabe 1 
Wir wollen  die erste Ableitung bilden mit zentralen Differenzenquotient mit 3 Termen 

𝑓(𝑥) =
𝑠𝑖𝑛(0,5 ∙ √𝑥

2
)

𝑥
 

𝑥𝑖 = 1 

ℎ = 0,2 

Wie in Gleichung ersichtlich brauchen 2 Werte nach Xi und 2 Werte vor Xi 

𝑥𝑖−2 𝑥𝑖−1 𝑥𝑖  𝑥𝑖+1 𝑥𝑖+2 
= 𝑥𝑖 − 2ℎ = 𝑥𝑖 − ℎ = 1 = 𝑥𝑖 + ℎ = 𝑥𝑖 + 2ℎ 

0,6 0,8 1 1,2 1,4 
 

∆𝑥 = ℎ = 0,2 

 

Formalismus (nach Taylor) 

𝑓′(𝑥𝑖) =
−𝑓(𝑥𝑖+2) + 8 ∙ 𝑓(𝑥𝑖+1) − 8 ∙ 𝑓(𝑥𝑖−1) + 𝑓(𝑥𝑖−2)

12 ∙ ∆𝑥
+ 𝑂(ℎ)4 

⇒ 𝑓′(𝑥𝑖) ≈
−𝑓(𝑥𝑖+2) + 8 ∙ 𝑓(𝑥𝑖+1) − 8 ∙ 𝑓(𝑥𝑖−1) + 𝑓(𝑥𝑖−2)

12 ∙ ∆𝑥
 

⇒ 𝑓′(1) ≈
−𝑓(1,4) + 8 ∙ 𝑓(1,2) − 8 ∙ 𝑓(0,8) + 𝑓(0,6)

12 ∙ ℎ
 

⇒ 𝑓′(1) ≈
−0,3983545983 + 3,471628663 − 4,32454839 + 0,6294803931

2,4
= −0,2590808051 

Berechnung der Ableitung auf analytischem Weg 

𝑓′(𝑥) =
𝑐𝑜𝑠(0,5 ∙ √𝑥

2
)

4𝑥1,5
−

𝑠𝑖𝑛(0,5 ∙ √𝑥
2

)

𝑥2
= −0,2600298981 

Bildung des relativen Fehlers 

𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒𝑟 𝐹𝑒ℎ𝑙𝑒𝑟 = |
𝑓′(𝑥)𝑎𝑛𝑎𝑙𝑦𝑡𝑖𝑠𝑐ℎ − 𝑓′(𝑥)𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑠𝑐ℎ

𝑓′(𝑥)𝑎𝑛𝑎𝑙𝑦𝑡𝑖𝑠𝑐ℎ
| = |

−0,2600298981 − −0,2590808051

−0,2600298981
|

= 0,003649937976 = 0,3649937976% 
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Aufgabe 2 

1) & 2) 

Wertetabelle 

𝑡[𝑠] 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
𝑥[𝑐𝑚] 0 10 18 24 35 45 56 68 76 84 90 

 

Geschwindigkeit mit der Vorwärtsdifferenz 

𝑓′(𝑥𝑖) =
𝑓(𝑥𝑖+1) − 𝑓(𝑥𝑖)

𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖
+ 𝑂(ℎ) 

⇒ 𝑓′(𝑥𝑖) ≈
𝑓(𝑥𝑖+1) − 𝑓(𝑥𝑖)

∆𝑥
=

𝑓(𝑥𝑖+1) − 𝑓(𝑥𝑖)

𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖
 

𝑖 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
𝑡𝑖[𝑠] 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

𝑥𝑖[𝑐𝑚] 0 10 18 24 35 45 56 68 76 84 90 

𝑥̇𝑖,𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑠𝑐ℎ [
𝑐𝑚

𝑠
] 10 8 6 11 10 11 12 8 8 6 − 

𝑥̈𝑖,𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑠𝑐ℎ [
𝑐𝑚

𝑠2
] − −2 1,5 2 0 1 −1,5 −2 −1 − − 

 

 

Allgemeiner Formalismus der 
Vorwärtsdifferenz für die Geschwindigkeit 
 

 Allgemeiner Formalismus für die Zentralen 
Differenzenquotienten 

∆𝑥 = ℎ = 1𝑠 

⇒ 𝑓′(𝑥𝑖) ≈
𝑓(𝑥𝑖+1) − 𝑓(𝑥𝑖)

∆𝑥

=
𝑓(𝑥𝑖+1) − 𝑓(𝑥𝑖)

ℎ
 

 

∆𝑥 = ℎ = 1𝑠 

𝑓′(𝑥𝑖) =
𝑓(𝑥𝑖+1) − 𝑓(𝑥𝑖−1)

𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−1
+ 𝑂(ℎ)2 

⇒ 𝑓′(𝑥𝑖) ≈
𝑓(𝑥𝑖+1) − 𝑓(𝑥𝑖−1)

2 ∙ ∆𝑥

=
𝑓(𝑥𝑖+1) − 𝑓(𝑥𝑖−1)

2 ∙ ℎ

=
𝑓(𝑥𝑖+1) − 𝑓(𝑥𝑖−1)

𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−1
 

Berechnung der einzelnen 
Geschwindigkeiten 
 

Berechnung der einzelnen Beschleunigungen 

𝑓′(𝑥0) ≈
𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)

ℎ
=

10𝑐𝑚 − 0𝑐𝑚

1𝑠

=
10𝑐𝑚

𝑠
 

𝑓′(𝑥1) ≈
𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1)

ℎ
=

18𝑐𝑚 − 10𝑐𝑚

1𝑠

=
8𝑐𝑚

𝑠
 

𝑓′′(𝑥1) =
𝑓′(𝑥2) − 𝑓′(𝑥0)

2 ∙ ℎ
=

6
𝑐𝑚
𝑠

− 10
𝑐𝑚
𝑠

2 ∙ 1𝑠

= −2
𝑐𝑚

𝑠2
 

𝑓′′(𝑥2) =
𝑓′(𝑥3) − 𝑓′(𝑥1)

2 ∙ ℎ
=

11
𝑐𝑚
𝑠

− 8
𝑐𝑚
𝑠

2 ∙ 1𝑠

= 1,5
𝑐𝑚

𝑠2
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𝑓′(𝑥2) ≈
𝑓(𝑥3) − 𝑓(𝑥2)

ℎ
=

24𝑐𝑚 − 18𝑐𝑚

1𝑠

=
6𝑐𝑚

𝑠
 

𝑓′(𝑥3) ≈
𝑓(𝑥4) − 𝑓(𝑥3)

ℎ
=

35𝑐𝑚 − 24𝑐𝑚

1𝑠

=
11𝑐𝑚

𝑠
 

𝑓′(𝑥4) ≈
𝑓(𝑥5) − 𝑓(𝑥4)

ℎ
=

45𝑐𝑚 − 35𝑐𝑚

1𝑠

=
10𝑐𝑚

𝑠
 

𝑓′(𝑥5) ≈
𝑓(𝑥6) − 𝑓(𝑥5)

ℎ
=

56𝑐𝑚 − 45𝑐𝑚

1𝑠

=
11𝑐𝑚

𝑠
 

𝑓′(𝑥6) ≈
𝑓(𝑥7) − 𝑓(𝑥6)

ℎ
=

68𝑐𝑚 − 56𝑐𝑚

1𝑠

=
12𝑐𝑚

𝑠
 

𝑓′(𝑥7) ≈
𝑓(𝑥8) − 𝑓(𝑥7)

ℎ
=

76𝑐𝑚 − 68𝑐𝑚

1𝑠

=
8𝑐𝑚

𝑠
 

𝑓′(𝑥8) ≈
𝑓(𝑥9) − 𝑓(𝑥8)

ℎ
=

84𝑐𝑚 − 76𝑐𝑚

1𝑠

=
8𝑐𝑚

𝑠
 

𝑓′(𝑥9) ≈
𝑓(𝑥10) − 𝑓(𝑥9)

ℎ

=
90𝑐𝑚 − 84𝑐𝑚

1𝑠
=

6𝑐𝑚

𝑠
 

 

𝑓′′(𝑥3) =
𝑓′(𝑥4) − 𝑓′(𝑥2)

2 ∙ ℎ
=

10
𝑐𝑚
𝑠

− 6
𝑐𝑚
𝑠

2 ∙ 1𝑠

= 2
𝑐𝑚

𝑠2
 

𝑓′′(𝑥4) =
𝑓′(𝑥5) − 𝑓′(𝑥3)

2 ∙ ℎ
=

11
𝑐𝑚
𝑠

− 11
𝑐𝑚
𝑠

2 ∙ 1𝑠

= 0
𝑐𝑚

𝑠2
 

𝑓′′(𝑥5) =
𝑓′(𝑥6) − 𝑓′(𝑥4)

2 ∙ ℎ
=

12
𝑐𝑚
𝑠

− 10
𝑐𝑚
𝑠

2 ∙ 1𝑠

= 1
𝑐𝑚

𝑠2
 

𝑓′′(𝑥6) =
𝑓′(𝑥7) − 𝑓′(𝑥5)

2 ∙ ℎ
=

8
𝑐𝑚
𝑠

− 11
𝑐𝑚
𝑠

2 ∙ 1𝑠

= −1,5
𝑐𝑚

𝑠2
 

𝑓′′(𝑥7) =
𝑓′(𝑥8) − 𝑓′(𝑥6)

2 ∙ ℎ
=

8
𝑐𝑚
𝑠

− 12
𝑐𝑚
𝑠

2 ∙ 1𝑠

= −2
𝑐𝑚

𝑠2
 

𝑓′′(𝑥8) =
𝑓′(𝑥9) − 𝑓′(𝑥7)

2 ∙ ℎ
=

6
𝑐𝑚
𝑠

− 8
𝑐𝑚
𝑠

2 ∙ 1𝑠

= −1
𝑐𝑚

𝑠2
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Aufgabe 3 

1 

Exakter Wert ist der Wert der Stammfunktion der oberen Grenze abzüglich den Wert der 

Stammfunktion der unteren Grenze: 

𝐹(𝑥) = (𝑥2 − 2𝑥 + 2) ∙ 𝑒𝑥 + 𝐶 

𝐴 = 𝐹(3) − 𝐹(0) = (32 − 2 ∙ 3 + 2) ∙ 𝑒3 + 𝐶 − (02 − 2 ∙ 0 + 2) ∙ 𝑒0 − 𝐶 = 98.42768461593834 

2 

Quelltext siehe G08_H5_Aufgabe_3_2.pdf 

 

3 

Quelltext siehe G08_H5_Aufgabe_3_2.pdf 
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4 

Je größer, bzw. feiner die Quantisierung n desto sauberer wird das Integral gebildet. 

Die Simpson-Regel konvergiert im Vergleich schon bei gröberer Quantisierung mit dem analytischen 

Integral. 

 

Aufgabe 4 
Quelltext siehe G08_H5_Aufgabe_4.pdf 

1) 

Exakter Wert ist der Wert der Stammfunktion der oberen Grenze abzüglich den Wert der 

Stammfunktion der unteren Grenze: 

𝐹(𝑥) =
1

2
tan−1(𝑥2) + 𝐶 

𝐴 = 𝐹(1) − 𝐹(0) =
1

2
tan−1(12) + 𝐶 −

1

2
tan−1(02) − 𝐶 =

π

8
 

2) 

Schema: 

𝑗 
 
𝑖 

0 1 … … 

𝐴𝑖,0 𝐴𝑖,1 … … 

0 
𝑥𝑜 − 𝑥𝑢

2
∙ (𝑓(𝑥𝑢) + 𝑓(𝑥𝑜))    

1 
𝐴𝑖−1,0

2
+ (

𝑥𝑜 − 𝑥𝑢

2𝑖
∙ ∑ 𝑓 (𝑥𝑢 +

((2 ∙ 𝑘) − 1) ∙ (𝑥𝑜 − 𝑥𝑢)

2𝑖
)

2𝑖−1

𝑘=1

) 
1

4𝑗 − 1
∙ ((4𝑗 ∙ 𝐴𝑖,𝑗−1) − 𝐴𝑖−1,𝑗−1)   

2 
𝐴𝑖−1,0

2
+ (

𝑥𝑜 − 𝑥𝑢

2𝑖
∙ ∑ 𝑓 (𝑥𝑢 +

((2 ∙ 𝑘) − 1) ∙ (𝑥𝑜 − 𝑥𝑢)

2𝑖
)

2𝑖−1

𝑘=1

) 
1

4𝑗 − 1
∙ ((4𝑗 ∙ 𝐴𝑖,𝑗−1) − 𝐴𝑖−1,𝑗−1) 

1

4𝑗 − 1
∙ ((4𝑗 ∙ 𝐴𝑖,𝑗−1) − 𝐴𝑖−1,𝑗−1)  

… … … … … 

Berechnung: 

 

 

3 

Fehlerabschätzung bei Ausnutzung des vollen double-Speicher-Umfangs: 
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Aufgabe 5 
Quelltext siehe G08_H5_Aufgabe_5.pdf 

Schema: 

𝑖 𝑥𝑖  𝑦𝑖  𝑘1 

0 
𝑥𝑢

+ (𝑖 ∙ ℎ) 
𝑦0 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) 

… … 𝑦𝑖−1 + (ℎ ∙ (𝑘1)𝑖−1) … 

 

 

Annäherung (rot) bei h=0,5 

 

Die Abweichung ist relativ riesig, weswegen mit einer um eine Zehnerpotenz kleineren Schrittweite 

experimentiert wird: 
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Annäherung (rot) bei h=0,05 
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Reduzierung der Schrittweite um eine weitere Zehnerpotenz: 

Annäherung (rot) bei h=0,005 
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Aufgabe 6 

a) 

Quelltext siehe G08_H5_Aufgabe_6_a.pdf 

Schema: 

   𝑗 1 … 

𝑖 𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝑃𝑟ä𝑑𝑖𝑘𝑡𝑜𝑟 𝑦𝑖
0 𝐾𝑜𝑟𝑟𝑒𝑘𝑡𝑜𝑟 𝑦𝑖

𝑗
 … 

0 
𝑥𝑢

+ (𝑖 ∙ ℎ) 
𝑦0 𝑦𝑖 + (ℎ ∙ 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)) 𝑦𝑖 + (

ℎ

2
∙ (𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) + 𝑓(𝑥𝑖+1, 𝑦𝑖

𝑗−1
))) … 

1 
𝑥𝑢

+ (𝑖 ∙ ℎ) 
𝐾𝑜𝑟𝑟𝑒𝑘𝑡𝑜𝑟 𝑦𝑖−1

𝑗_𝑚𝑎𝑥
 … … … 

… … … … … … 
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b) 

Quelltext siehe G08_H5_Aufgabe_6_b.pdf 

 

 

c) 

Quelltext siehe G08_H5_Aufgabe_6_c.pdf 

Absoluter Fehler mit 1 Korrektorschritt: 

 

Absoluter Fehler mit 3 Korrektorschritten: 
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Aufgabe 7 
Quelltext siehe G08_H5_Aufgabe_7.pdf 

a & b) & c) 

 

 Euler weicht am meisten vom analytischen Ergebnis ab 

 Heun-Verfahren liefert fast gleiche Güte wie Modifizierter Euler: beide Verfahren liefern 

drastisch bessere Ergebnisse als Euler 

 RK4-Verfahren liegt fast genau auf der analytischen Lösung 

 

 

 

Farbgebung der Kurven der folgenden Darstellung entnehmen 
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