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Numerische Mathematik: Hausaufgabe 5

Aufgabe 1

Wir wollen die erste Ableitung bilden mit zentralen Differenzenquotient mit 3 Termen

_ sin(O,S . %/})
fx) = — X

Xl':].
h=0,2

Wie in Gleichung ersichtlich brauchen 2 Werte nach Xi und 2 Werte vor Xi

Xi—2 Xi-1 Xi Xit+1 Xit+2
=xl-—2h =xl-—h =1 =xi+h =xi+2h
0,6 0,8 1 1,2 1,4

Ax =h=0,2

Formalismus (nach Taylor)

—f(xi42) + 8 f(xip1) =8+ fxi—1) + f(x;—2)

’ ) = 4
f(x;) 12 Ax +0(h)

, —f(xiy2) + 8- fxi11) — 8- fxi—q) + f(x;-2)

= f'(x) = 12 Ax
, -f(1,4)+8-f(1,2) —8-£(0,8) + £(0,6)
= f'(1) =

12-h

, —0,3983545983 + 3,471628663 — 4,32454839 + 0,6294803931

= f'(1) = > = —0,2590808051

Berechnung der Ableitung auf analytischem Weg

cos(O,S . %/}) B sin(O,S . %/})

4x15 x

F(x) = = —0,2600298981

Bildung des relativen Fehlers

f’(x)analytisch — ' (O numerisch

f’(x)analytisch
= 0,003649937976 = 0,3649937976%

relativer Fehler =

|—0,2600298981 ——0,2590808051
—0,2600298981
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Aufgabe 2
1) & 2)
Wertetabelle
t[s] 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x[cm] 0 10 18 24 35 45 56 68 76 84 90
Geschwindigkeit mit der Vorwartsdifferenz
i = L) G0 g
Xi+1 —
(e = LG f(xi) _ fGin) = £ ()
X Xi+1 — X
i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ti[s] 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
xi[cm] 0 10 18 24 35 45 56 68 76 84 90
cm 10 8 6 11 10 11 12 8 8 6 —
xl numerlsch[ S ]
cm - -2 1,5 2 0 1 -15| -2 -1 — —
xl numerisch 52

Allgemeiner Formalismus der
Vorwaértsdifferenz fir die Geschwindigkeit

Allgemeiner Formalismus fiir die Zentralen
Differenzenquotienten

Ax=h=1s
= f,(xi) ~ f(xi+1) - f(xi)

Ax
1) = f(x)
B h

Ax =h=1s

f’(xi) — f(xi+1) - f(xi—l) + O(h)z
Xiv1 — Xi-1

S Fi(x) ~ f(xie1) = fxiz1)

2 Ax
_ fxip1) — f(xio1)
2-h
_ fxip1) — f(xio1)

Xit+1 — Xj—1

Berechnung der einzelnen
Geschwindigkeiten

Berechnung der einzelnen Beschleunigungen

10cm — Ocm

f(x1) = f(x0) _

f'(x) = s
_ 10cm
s
'Gey) fx) — f(xq) _ 18cm — 10cm
)= h B 1s
8cm
s

FiGe) — f1(xg) _ 65— 10

[l === . 2 1s
=25
cm cm
f,,(x)zf’(xg)—f’(xl)zllT—f‘T
2 2:h 2-1s
= 15—

s2
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f'lxp) =

f'(x3) =

f'xy) =

f'xs) =

f'(xe) =

f'(x7) =

f'(xg) =

f'(xg) =

f(x3) — f(xy) _ 24cm —18cm

1s
_ 6cm

f(xq) — ffx3) _ 35cm — 24cm
B 1s

_ 11cm

f(xs) — f(§c4) _ 45cm —35cm
B 1s

_ 10cm

f(xe) — f(gcs) _ 56cm —45cm
B 1s

_ 11cm

f(x;) — f(§c6) _ 68cm — 56cm
h 1s

_ 12cm

fxg) — f(fc7) _ 76cm — 68cm
B 1s

_ 8cm

f(xg) — fgxg) _ 84cm —76cm

h 1s
8cm

f(x10) — ]Sf(xg)

_ 90cm — 84cm _ 6cm

1s S

f"(xs) =

f"(xs) =

f"(xs) =

f"(xe) =

f"(x7) =

f"(xg) =

f'Ge) = f'0e) _ 1057 =657

2:h_ 2-1s
= S_Z
cm cm
fllxs) = fg) Mg — 1175
2°h_ 2-1s
=()S_2
cm cm
f’(xs)_f’(xzt):lzT_lOT
2:h_ 2-1s
=1S_2
cm cm
flle) = fls) 875 — 117
2h 2-1s
=-15—
S
cm cm
flxg) = f'(xe) 85 —12-
2h 2-1s
=_zs_2
cm cm
f'(xg)—f'(x7):6T_8T
2h 2-1s
= — S_Z
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Aufgabe 3
1

Exakter Wert ist der Wert der Stammfunktion der oberen Grenze abziiglich den Wert der
Stammfunktion der unteren Grenze:

Fx)=(x*>—-2x+2)-e*+C

A=FQB)—-F0)=3B3%2-2-342)-e34+€—-(02-2-0+2)-e%—€ =98.42768461593834

2

Quelltext siehe GO8_H5 Aufgabe 3 2.pdf

n Fliche (summierte Trapez-Regel) Flache (summierte Simpson-Regel) Flache (analytisch) [Fehler absolut (summierte Trapez-Regel) Fehler absolut (summierte Simpson-Regel)
4 112.268394 99.456834 98.427685 13.840709 1.029149

g 101940412 98497751 98.427685 3.512727 0.070066

16 99.309224 98432161 08.427685 0.881539 0.004476

32 98648280 98.427966 98.427685 0.220535 0.000281

64 98.482847 98.427702 98.427685 0.055162 0.000017

128 |98.442283 08.428484 98.427685 0.014598 0.000799

3

Quelltext siehe GO8_H5_Aufgabe_3_2.pdf

n Fliche (su... Fliche (su... Flache (an... Fehler absolut (summierte Trapez-Regel) |Fehler absolut (summierte Simpson-Regel) Fehler relativ (summierte Trapez-Regel) [%] |Fehler relativ (summierte Simpson-Regel) [%]

4 112268394 99456834 98427685 13.840709 1.029149 12328233 1.034770
] 101040412 98407751 98427685 3512727 0.070066 3.445862 0.071135
16 99309224 (98432161 98427685 0881539 0.004476 0887671 0.004548
32 98648280 (98427966 98.427685 0220595 0.000281 0.223618 0.000286
64 98482847 (98427702 98427685 0.055162 0.000017 0.056012 0.000018

128 |98.442283 |98.428484 (98427685 0.014598 0.000799 0.014829 0.000812



Ostfalia

Hochschule fiir angewandte

Wissenschaften

Hendrik Brandt
Daniel Kuschel

Mohammed Almassri

Alexander Konig

ﬂm*niﬂegel

14

12 —

10

[%]
18|4ad Jannelal

Gruppe 8
70474936
70451470
70452593
70012769

60 80 100 120 140
Quantisierung
n

40

20



Ostfalia Gruppe 8

. Hendrik Brandt 70474936

Hochschule fiir angewandte oaniel kuschel 70451470
. Mohammed Almassri 70452593
W|SsenSChaften Alexander Konig 70012769

140

I
|
120

Quantisierung
n

40

*E-Rege

14
12
10

=] (-] =+ o (=]

Ja|ya Jeynjosqe



Ostfalia | Gruppe 8
. Hendrik Brandt 70474936

Hochschule fiir angewandte oaniel kuschel 70451470
. Mohammed Almassri 70452593
W|SsenSChaften Alexander Konig 70012769

4

Je groRer, bzw. feiner die Quantisierung n desto sauberer wird das Integral gebildet.

Die Simpson-Regel konvergiert im Vergleich schon bei groberer Quantisierung mit dem analytischen
Integral.

Aufgabe 4
Quelltext siehe GO8_H5 Aufgabe_4.pdf

1)
Exakter Wert ist der Wert der Stammfunktion der oberen Grenze abziiglich den Wert der
Stammfunktion der unteren Grenze:

1
F(x) = Etan‘l(xz) +C

A=F(1)-F(0) = ltan‘l(lz)‘iué tan‘l(OZ)LG = §

2)
Schema:
j 0 1
i Aio
0 (O + £(x0))

2
o (@) —1) (¥ — %)
Z ( 2 )
k=1
= 2:k) = 1) (xy — %,
Zf( L(@h 2)l(x x))

k=1

' ((4j Agjo) = Ai*“”l)

4j—1

o1 (@A) = acn) | =g (@A) = Aiiym)

Berechnung:

R(i.0)
0.25000000

R(i1) R(i.2) R(i3) Riid) R(i5) R(i6) RGT) R(i8) R(i9) R(i10)

0.36029412
038483710
0.39074289
0.39221061
0.39257700
0.39266856
0.39269145
0.39269717
0.39269860
0.39269836

=R R - Y R R N

=
[=]

3

0.39705883
0.39301809
0.39271149
0.39269985
0.39269913
039262908
0.39269908
0.39263908
0.39269908
039269908

0.39274871
0.39268105
0.39263907
0.39263908
0.39268908
0.39263908
0.39263908
0.39263908
0.39268908

0.29269013
0.39269920
0.39269908
0.39269908
0.29269908
0.39269908
0.39269908
0.39269908

0.39263924
0.39263908
0.39268908
0.39263908
0.39263908
0.39263908
0.39268908

0.39269908
0.39269908
0.29269908
0.39269908
0.39269908
0.39269908

039269908
0.39269908
0.39269908
0.39269908
039269908

0.39269908
0.39263908
0.39269908
0.39269908

0.39263908
0.39269908 0.39269908
0.39269908 0.39269908 0.39269908

Fehlerabschatzung bei Ausnutzung des vollen double-Speicher-Umfangs:
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Aufgabe 5
Quelltext siehe GO8_H5 Aufgabe_ 5.pdf
Schema:
X Vi kq
0 *u : Yo f(xi i)
+(@{-h) vt
Vi1 + (h (k1)i—1)
i i+l = ¥i + (XY = Funktionswert HK-Wert
-1 vo= 1.00000000000000000000 0
0 %1 =%0+ h*(X0,%¥0) = |5.25000000000000000000 0.5
1 ¥2=Y¥1+ h*(x1,%¥1) = |5.87500000000000000000 1
2 Y3=W2+ k(2 Y¥2) =  5.12500000000000000000 1.5
3 W4 =Y3 + b (X3,¥3) = |4.50000000000000000000 2
4 W5 = ¥4 + h(K4¥4) = |4,75000000000000000000 2.5
5 Y& =¥5 + b (X5,¥5) = |5.87500000000000000000 3
6 Y7 =¥ + b (XB,YE) =  |7.12500000000000000000 3.5
T YE=YT + hWHOXKT YT) = [7.00000000000000000000 |4

Anndherung (rot) bei h=0,5

0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4
X

Die Abweichung ist relativ riesig, weswegen mit einer um eine Zehnerpotenz kleineren Schrittweite
experimentiert wird:
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Anndherung (rot) bei h=0,05

I I —T

25

15

0.5
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35

25

15
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Aufgabe 6
a)

Quelltext siehe GO8_H5 Aufgabe 6 _a.pdf

Schema:
J 1
LooX Vi Pradiktor y! Korrektor y]
0 % y yi+ (he fly) v + E-(f(x- v + f(x; y.j_l))
+ (i . h) 0 i 0 Ji i 2 i i+1 )i
1% Korrektor y/-m%*
+ (- h) Vi1

A Ki+l
1.5 -0.8
-08 03
-03 03
03 08
0e 15
1.5

b | = ka2 o

i

0.00000000000000000000
0.85850000000000002000
1.30231530000000010000
1.43541838554000010000
1.79893264176637220000
2.84268667902753420000

Pradiktor (¥i+1)*0

1.34999995995999330000
1.50201000000000010000
1.43445421795999330000
1.57872348867240020000
2.39286860027235450000
4.36324787976918670000

Korrektor (Yi+1)"(w+1)

0.95850000000000002000
1.30231530000000010000
1.43841838554000010000
1.79893264176637220000
284 268667902753420000

05
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Quelltext siehe GO8_H5_Aufgabe_6_b.pdf
i X+l Yi Pradiktor (Yi+1)0 Karrektor (Yi+1)"(v+1) Korrektor (Yi+1)*(v+2)  Korrektor (Yi+1)"(v+3)
0 -15 -09 0.00000000000000000000 1.34999999999999990000 0.95850000000000002000 0.94675500000000001000 0.94640265000000001000
1 09 03 0.94540265000000001000 1.48918680900000000000 1.28047033377000000000 1.28347883951310000000 1.28320909468539300000
2 03 03  1.28329909468539300000 1.41429704036651670000 |1.41822697573695040000 1.41834487688806330000 1.41834841383259680000
303 08  141834841383259680000 1.55744931866255270000 |1.77762234580745140000 1.78422753662179830000 1.78442569234622870000
408 15 178442560234622870000 2.37749123388700220000 |2.82728320013322550000 234077685012061220000 2.54118177189023410000
5 15 2841181 77189023410000 |4.36165267820364520000
3
25—
L
15—
L _
05— —
. | | | | |
-15 -1 0.5 0 05 1 15
c)

Quelltext siehe GO8_H5_Aufgabe 6 _c.pdf

Absoluter Fehler mit 1 Korrektorschritt:

Ai
-1.5
-0.9
-0.3
0.3
0.9
1.5

[V I T S = e

Hi+l Yi

-0.9 0.00000000000000000000
-0.2 0.95850000000000002000
0.3 1.30231530000000010000
0.9  1.435841838554000010000
1.5 1.79893264176637220000

2.84268667902753420000

Pradiktor (i+1)"0

1.34599999999999590000
1.50201000000000010000
1.43445421799999930000
1.57872348867 240020000
2.39286860027235450000
4.36324787976918670000

Absoluter Fehler mit 3 Korrektorschritten:

i X M+l
0 15 -09
1 08 -03
2 0303
3 03 08
4 08 15
5 15

¥i

0.00000000000000000000
0.94640265000000001000
1.28329309468539300000
1.41834841383259680000
1.78442568234622870000
2.84118177185023410000

Pradiktor (Yi+1)*0
1,34969999999099990000
1.48918680900000000000
1.41429704036651670000
1.55744931866255270000
2,37749123388700220000
4,36165267820364820000

Korrektor (Yi+1)"(w+1)

0.35350000000000002000
1.28947033377000000000
1.41822697873635040000
1.77762234580745140000
2,82728320013322550000

Korrektor (¥i+1}"(w+1)  analytischer Wert  abscluter Fehler
0.95850000000000002000 |0 0
1.20231530000000010000 091345 004505
1.43841838554000010000 1.2133 0089015
1.79893264176637220000 1.3069 013152
2.84268667902753420000 1.6267 017223
26318 0.21089
Korrektor (Yi+1)"(v+2) Korrektor (Yi+1)"(v+3) analytischer Wert |absoluter Fehler
0.94675500000000001000  |0.94540255000000001000 0 0
1.28347883951310000000 |1.28329909468539300000 091345 0.032953
1.41834487688806330000 |1.41834841383259680000 1.2133 0.069999
1.78422753662179830000 |1.73442569234622870000 13069 0.11145
2,84077695912061220000 | 2.84118177189023410000 1.6267 0.15773
2/318 0.20938
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Aufgabe 7
Quelltext siehe GO8_H5 Aufgabe_7.pdf
a&b)&ec)
Xi Euler Heun modifiziertes Euler RK4 analytisch

1.00000000000000000000 |0.50000000000000000000 0.50000000000000000000 |0.50000000000000000000 0.50000000000000000000 |0.50000109782733460000
1.10000000000000010000 |0.32499999999999996000 0.35359374999999993000 |0.35304687499999993000 0.34987795498110974000 |0.34985233861047799000
1.20000000000000000000 0.20718745999993991000 0.245608858244886828000 |0.24516616778736627000 0.240673898658342642000 |0.24063478785552611000
1.20000000000000000000 |0.12830733398437494000 0.16808700021932149000 |0.16698294200158673000 0.16216918510643051000 |0.16212433635674736000

e Euler weicht am meisten vom analytischen Ergebnis ab

e Heun-Verfahren liefert fast gleiche Giite wie Modifizierter Euler: beide Verfahren liefern
drastisch bessere Ergebnisse als Euler

e RK4-Verfahren liegt fast genau auf der analytischen Losung

0.304 T T T "‘M T T T T T B

T
i

0.3035 : . -
0.303
0.3025 | . -

0.302

7

/

= 0.3015

0.301 : .

0.3005 o

0.3 [ ]

0.2995 ]

ngg i i i i i i i i =
1.1445 1145 1.1455 1.146 1.1465 1147 1.1475 1.148 1.1485

Farbgebung der Kurven der folgenden Darstellung entnehmen
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